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二部グラフの均等彩色アルゴリズム
An Algorithm for Equitable Coloring of Bipartite Graphs
宮田 大輔
1 はじめに
本論文ではループや多重辺のない有限無向グラフ G = (V,E)を扱う。ここで V,E はそ
れぞれグラフ Gの頂点集合および辺集合を表す。
グラフGの頂点を，隣接するどの 2頂点も異なる色を持つように，k色で塗り分けると















部グラフで，∆ ≤ kのときに O(|V | + |E|)ステップで Gを均等 k-彩色するアルゴリズム





定理 A (Greedy Coloring Theorem)





木が均等 k-彩色可能であるための必要十分条件は 1994年に Chenらによって与えられ
ている（筆者らも独立に同値な必要十分条件を与えている [14]]）。
定理 F (Chen, Lih[3])
T を 2 部グラフとみたときの部集合をX,Y とする。T が均等 k-彩色可能であるための必
要十分条件は，
(i) ||X| − |Y || ≤ 1のとき，k ≥ 2であり，
(ii) ||X| − |Y || > 1のとき，
k ≥ max{3, ⌈(n+ 1)/(α(T −N(v)) + 2⌉}である。
ここで，vは T の最大次数を持つ任意の頂点であり，α(T −N(v))は，T から vとそれに
隣接する頂点を除去して得られる部分グラフの独立数である。
定理 Fに関して，木 T と自然数 k が与えられたとき，T が均等 k-彩色可能かどうか判
定し，可能な場合その彩色を与えるO(|V |)時間のアルゴリズムが筆者によって与えられて
いる [15]。
1996 年に Lih らは，予想 D が G が連結二部グラフの場合について成立することを示
した。
定理 G (Lih, Wu[11])
Gを完全二部グラフKn,nでない連結二部グラフとするとき，Gは均等∆-彩色可能である。
完全二部グラフKn,n は均等 2-彩色可能であるから，上の定理によって連結二部グラフ
の場合には，∆ ≤ kならば χe(G) ≤ kであることが示されたことになる。
3 アルゴリズム
本論文では，Lihらの証明 [11]に基づいて，Gを最大次数∆をもつ連結二部グラフとし，
∆ ≤ kのときに Gを均等 k-彩色するアルゴリズムを構成する。
その前に本アルゴリズムの例外となる完全二部グラフKn,n と偶サイクル C2n の自明な
均等彩色について検討する。
完全二部グラフKn,n は χe(Kn,n) = 2であり，nが偶数であれば自明な（各部集合を 2
頂点ずつに分割した）均等 ∆-彩色が存在し，nが奇数であれば均等 ∆-彩色は不可能であ
る。しかし∆ ≤ kのときKn,nは nが偶数であっても奇数であっても均等 (k+1)-彩色が可
能である。この場合，各色で塗る頂点数は 0,1点もしくは 1,2点であり，少なくとも 1つの
色は 1頂点だけを塗ればよい。1つの部集合から 2点ずつ同じ色塗っていき 2点塗るべき
色がなくなったり頂点数が奇数だった場合には 1点だけ塗るという方法を用いればO(|V |)
ステップで均等彩色可能である。
偶サイクルC2nは χe(C2n) = 2であり，自明な（各部集合がそのまま 1色となるような）
均等∆-彩色が存在する。また∆ ≤ kならば C2nは均等 k-彩色することが可能である。例
えば，C2nの各頂点をサイクルに沿って順に 1, 2, . . . , k, 1, 2, . . . , k, . . .のように循環的に色
を使って塗っていき，最後の頂点が最初の頂点と同じ色 (1)になる場合には，最後の頂点
を 2で塗る。この方法を用いれば O(|V |)ステップで均等 k-彩色可能である。
本アルゴリズムでは GとしてKn,n および C2n と同型ではないものだけを考える。
定理Aに関しては，貪欲法を用いればO(|V |+ |E|)時間でグラフを (∆+ 1)-彩色するこ
とが可能である。
Gが完全グラフまたは奇閉路の場合，χ(G) = ∆+ 1であるから，定理 Aの “(k + 1)-彩
色”を “k-彩色”に置き換えることはできない。その意味で定理Aはギリギリであるが，実
はこれらの例外を除けば，χ(G) ≤ ∆であることが Brooksによって示されている。
定理 B (Brooks[2])
Gを奇閉路でも完全グラフでもない連結グラフとするとき，∆ ≤ k ならば χ(G) ≤ k で
ある。
定理 Bに関しては，2001年に Baetzら [1]が，Lova´sz[12]の証明をもとに，∆ ≤ kであ
るようなグラフ Gを k-彩色する O(|V |+ |E|)時間のアルゴリズムを与えている。
2.2 最大次数と均等彩色
次の定理は定理Aの均等彩色版である。1964年に Erdo¨s [5]によって予想され，1970年
に Hijnalと Szemere´di によって証明された。
定理 C (Hijnal, Szemere´di [8])
















定理 E (Meyer[13], Eggleton[7])
T を木とするとき，k ≥ ⌈∆/2⌉+ 1ならば，T は均等 k-彩色可能である。
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1: Color(V , i, j) {
2: p := 0
3: foreach(v ∈ V ){
4: color v with i
5: p := p+ 1
6: if (p = pi) i := i + 1
7: }
8: }
図 2: V を色 i, . . . , j で pi, . . . , pj 個ずつ着色する手続き
Subset(V ,v,s)は V の部分集合 S ⊂ V を，v ∈ S, |S| = sかつ ⟨S ∪N(S)⟩が連結とな
るように S をもとめる手続きである。ここで ⟨S⟩は S で誘導される Gの部分グラフを表
す。図 3に手続きの詳細を示す。Subsetは頂点を格納する 1つのスタックをもち，push
と pop操作が可能であるものとする。Subsetは v からの深さ優先探索であるから最悪で
も O(|V |+ |E|)ステップで実行可能である。なお，Subsetの 7行目で v ∈ V か否かを判
定する部分があるが，あらかじめ各頂点が X,Y のどちらに属しているかをラベル付をし
ておけば O(1)で判定できる。またそのようなラベル付は O(|V |+ |E|)ステップで実行可
能である。
1: Subset(V , v, s) {
2: S := ϕ
3: label v as visited
4: push v
5: while (s ̸= 0) {
6: pop v
7: if (v ∈ V ){
8: S := S ∪ {v}
9: s := s - 1
10: }
11: foreach (u ∈ N(v)) {
12: if (u is not labeled as visited) {







図 3: |S| = sかつ ⟨N(S) ∪ S⟩ が連結となるような V の部分集合 S を求める
定理 1 G = (V,E)を完全二部グラフKn,nでも偶サイクルC2nでもない連結な二部グラフ
とする。∆ ≤ kならば，O(|V |+ |E|)ステップで Gを均等 k-彩色することが可能である。
いま，二部グラフGの部集合をX,Y とし，|X| = m ≥ n = |Y |とする。各頂点は 1, . . . , k
で彩色されるものとし，色 jで彩色される頂点の数を pj = ⌈(m+n−j+1)/k⌉ (j = 1, . . . , k)
とする。ここで∑ pj = m+ nかつ |pi − pj | ≤ 1であることは容易に確かめられる。グラ
フ Gのデータ構造は隣接リスト方式で与えられ，X,Y,m, n,∆, k, pj(j = 1, . . . , k)は大域
的に定義されているものとする。
グラフGがKn,nおよびC2nではない最大次数∆の連結二部グラフであるときに，Gを
均等 k-彩色するアルゴリズムを図 1に示す。ここで，N(v)は vと隣接する頂点の集合（v
自身は含まれない）を表し，N(S)は少なくとも 1つの v ∈ S と隣接する頂点の集合を表
す。また deg(v) = |N(v)|は頂点 vの次数（vに接続する辺の数）を表す。
1: p := 0
2: j := 0
3: while (p+ pj+1 ≤ m){
4: j := j + 1
5: p := p+ pj
6: }
7: if (p = m){
8: Color(X, 1, j)
9: Color(Y , j + 1, k)
10: } else {
11: s := m− p
12: t := pk − s
13: if (m− (t(∆− 1) + 1) ≥ s) {
14: Let v ∈ Y be a vertex
15: T := Subset(Y , v, t)
16: Let S be a subset of X s.t. |S| = s, S ∩N(T ) = ϕ
17: } else {
18: Let v ∈ X be a vertex s.t. deg(v) is the minimum
19: S′ := Subset(X, v, s− 1)
20: Let u ∈ X − S′ be a vertex s.t. |N(S′) ∩N(u)| is the maximum
21: S := S′ ∪ {u}
22: Let T be a subset of Y s.t. |T | = t, T ∩N(S) = ϕ
23: }
24: Color(X − S, 1, p)
25: Color(Y − T, p+ 1, k − 1)
26: Color(S ∪ T, k, k)
27: }
図 1: 二部グラフを均等 k-彩色するアルゴリズム
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が最大になるように選び，S = S′ ∪ {u}とする。Gが連結であるからこのような Sは必ず
選ぶことができ，|N(S′) ∩N(u)| ≥ 1である。
もし，n − |N(S)| ≥ tとなることが示されれば，主処理 22行目で必ず T を取得するこ
とが可能であり，アルゴリズムの正当性が証明されたことになる。
もし deg(v) < ∆ならば |N(S)| ≤ s(∆− 1)であるから，Gは正しく均等 k-彩色される。
よって deg(v) = ∆と仮定する。もしm > nならば deg(v) < ∆となる頂点が存在するは
ずであるからm = nであり，Gは∆-正則グラフであることがわかる。またGは偶サイク
ルではないと仮定しているので∆ ≥ 3である。
|N(S)| ≤ s(∆ − 1) ならば n − |N(S)| ≥ t であるから，|N(S)| = s(∆ − 1) + 1 と仮
定すると，|N(S′)| = (s − 1)(∆ − 1) + 1 かつ |N(S′) ∩ N(u)| = 1| である。このとき，
n− (s(∆− 1) + 1) ≥ tが成り立つことを証明する。
n − (s(∆ − 1) + 1) ≤ t − 1であるとして矛盾を示す。n − (s(∆ − 1) + 1) ≤ t − 1と
n−(t(∆−1)+1) ≤ s−1 = m−(t(∆−1)+1) ≤ s−1を加えると，2n/∆ ≥ s+tを得る。一
方 s+t = pk = ⌊2n/k⌋であるから，k = ∆であり 2nは∆の倍数である。また sと tの決め
方から s = t = n/∆である。ここでX−S′と Y −N(S′)の間の辺の数を考えると，X−S′
の各頂点からは少なくとも∆−1本の辺が Y −N(S′)と接続し，Y −N(S′)の各頂点からは
高々∆本の辺しかX−S′に接続しないから (n−s+1)(∆−1) ≤ (n− (s−1)(∆−1)−1))∆
となる。s = n/∆を用いると，(∆− n)(∆2 − 3∆ + 1) ≥ 0を得る。ところが，GはKn,n
ではないので ∆ < nであり，∆ ≥ 3のとき ∆2 − 3∆ + 1 > 0であるから矛盾である。し




|E|)ステップで Gを均等 k-彩色するアルゴリズムを与えた。Kn,n については，nが偶数
のとき O(|V |)ステップで均等 k-彩色し，nが奇数の時は O(|V |)ステップで均等 (k + 1)-
彩色する方法を示した。また C2n については O(|V |)ステップで均等 k-彩色する方法を示
した。本アルゴリズムの対象となるグラフでは |E| ≤ ∆|V |/2,∆ ≤ kであるから，計算量
は O(|V |+ |E|) = O(k|V |)である。
一般のグラフでは，Kiersteadら [10]らが最大次数が高々kであるグラフを O(k|V |2)ス
テップで均等 (k + 1)-彩色するアルゴリズムを提案しているが，グラフが二部グラフの場
合には，本アルゴリズムを用いれば，より高速に計算することが可能であり，さらに奇数
の完全二部グラフを除いて色数を 1つ減らすことができる。
また，一般的な二部グラフを表現するのに O(|V |+ |E|)の記憶領域が必要であることは
明らかであるから，本アルゴリズムの計算量はオーダー的に最善である。
主処理の 16行目で T と隣接しない頂点をX から s個選択する処理があるが，S の各頂
点から隣接する頂点に対してマークを付けたのち，マークのついていない頂点を選べばよ
いからこの処理もO(|V |+ |E|)ステップで実行可能である。また，18行目の次数最小の頂
点を選択する処理はO(|V |+ |E|)ステップで実行可能である。20行目の処理は，X の各頂
点にカウンタを持たせ，S′の各頂点から隣接する頂点のカウントを 1つ増やすという処理
を行った後，カウント最大の頂点を選べばよいからこの処理も O(|V |+ |E|)ステップで実
行可能である。
したがって，本アルゴリズムは O(|V |+ |E|)ステップで実行可能である。
4 アルゴリズムの正当性
本節で，提案したアルゴリズムが正しく彩色を行うことを検証する。
まず，図 1の 7行目で p = mのケースを考える。このときは，|X| = m = p1+p2+· · ·+pj
かつ |Y | = pj+1+ · · ·+pkとなっているので，手続き Colorを用いて，Xを色 1, . . . , jを用
いてそれぞれ p1, . . . , pj 個ずつ彩色し，Y を色 j + 1, . . . , kを用いてそれぞれ pj+1, . . . , pk
個ずつ彩色すればよい。









図 4: pk = s+ t個の頂点
もしm − (t(∆ − 1) + 1) ≥ sであれば，任意の頂点 v ∈ Y を選び，|T | = t, v ∈ T かつ
⟨T ∪N(T )⟩が連結となるように T ⊂ Y を選ぶ。Gは連結であるから，このような T を手続
き Subsetを用いて選ぶことが可能である。このように T を選べば，|N(T )| ≤ t(∆−1)+1
である。よって，T のどの頂点とも隣接しない s個の頂点がX の中に存在する。したがっ
てこのケースでは均等 k-彩色が可能である。
m− (t(∆− 1) + 1) ≤ s− 1のときは n− s(∆− 1) ≥ tが成立する。もしそうでないとす
ると，m− (t(∆− 1)+1) ≤ s− 1と n− s(∆− 1) ≤ t− 1を加えて，(m+n− 1)/∆ ≤ s+ t
を得る。ところが，s+ t = pk = ⌈(m+ n− k + 1)/k⌉ = ⌊(m+ n)/k⌋ ≥ (m+ n)/∆とな
り矛盾である。
いま v ∈ Xを deg(v)が最小となるように選び，手続き Subsetを用いて，vから深さ優先
探索で v ∈ S′, |S′| = s− 1となる頂点集合 S′ ⊂ X を取得する。また，uを |N(S′)∩N(u)|
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いような Gの k-彩色を Gの均等 k-彩色という。
Hajnalら (1970)は最大次数が高々kであるグラフが均等 (k+ 1)-彩色可能であることを
証明し，Kiersteadら (2010)が最大次数が高々kである位数 nのグラフをO(kn2)ステップ
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